Lycée La Martiniére Monplaisir PT 2025-2026

Devoir sur Table 1

Durée : 4h

Les exercices sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans un ordre quelconque.
Tous les documents sur papier sont interdits.
Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Le matériel de géométrie (régle, compas, équerre) est autorisé.

SO N N

La notation des copies tiendra compte dans une large mesure de la qualité de la rédac-

tion. Ceci implique que vous devez faire des raisonnements clairs, concis et complets,

utiliser un langage mathématiques adapté et précis, étre lisible et éviter les fautes
d’orthographe et de grammaire.

6. Si, au cours du devoir, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous
le signalez sur votre copie et poursuivez sa composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous avez été amené a prendre.

7. Mettez en évidence vos résultats en les encadrant.

8. Conformément au reglement de la Banque PT

— Composer lisiblement sur les copies avec un stylo a bille a encre foncée : bleue
ou noire.

— L’usage de liquide de correction et dérouleur de ruban correcteur est interdit.

Le soin apporté a la copie fera 'objet d’une évaluation suivant les critéres suivants :
— Mise en évidence des résultats

— Soin et lisibilité de la copie. En particulier les traits, y compris pour les ratures,
devront étre tracés a ’aide d’une regle

— Respect des consignes concernant le liquide de correction et le dérouleur de ruban
correcteur

— Respect de la grammaire et de I'orthographe

Exercice 1
(Maths B, Banque PT 2025)

L’objectif de cet exercice est de résoudre sur ]1; +o0[, ’équation différentielle
x

(3x+1)y—|—(2—x)y’—§(3302—1—236—2)1/’:3(:624—;3—1—1) (E)

On note (H) 'équation différentielle homogene associée a (F) :

Bz +1)y+(2—2)y — g (327 + 22— 2)y =0 (H)

On désigne par S I'ensemble des solutions réelles de (E) sur |1;+o00[ et par Sy 'ensemble des
solutions réelles de (H) sur ]1; +o0|.

Partie I

1. Démontrer que Va €]1; +oo|, 322 + 2z — 2 # 0.

2. Démontrer que Sy est un sous-espace vectoriel de ’ensemble D5 des fonctions deux fois
dérivables sur |1; +ool.
On admet que Sy est de dimension 2.

3. Démontrer que la fonction f; définie sur |1;+oo[ par

Vo €l too,  file) = -

- .
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est solution de (H) sur |1;+o0].

Partie 11
L’espace vectoriel R? est muni de sa base canonique.

1 2 0
On considére la matrice A = 3 0 6
0 3 -3

La matrice A est-elle inversible 7
Déterminer le noyau de A.
Démontrer que I'image de A est le plan d’équation 3x = y + 2z.

NS

Sans résoudre les systémes, déterminer a 1’aide des questions précédentes quel est le nombre
de solutions (éventuellement infini) de :

3 1
S AX = -1 et Sy:AX =31
2 1

1
8. Résoudre le systeme Sy : AX =3 1
1

Partie II1

L’espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels de degré au plus 2 est noté Ry[X] et sa
base canonique est B = (1, X, X 2). On consideére la fonction ¢ définie sur Ro[X] par

X
VP eRy[X], @(P)=0BX+1)P+(2-X)P — 5 (3X? +2X —2) P".

9. Caleuler ¢(1), p(X), ¢ (X?).
10. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].
11. Déterminer la matrice de ¢ dans la base B.
12. En déduire, sans calcul, le noyau de ¢ ainsi qu’une solution de 1’équation

e(P)=3(X*+X+1).
Partie IV

13. Déterminer Sy puis S.

Exercice 2
(Adapté de Ecricome S 2015)

1. On note pour tout = € I:]O,g{:

1 3sin
flx) = 5(2 sin(z) + tan(x)) et g(z) = 2_'_860(;(;).
(a) Factoriser le polynéme P(X) =2X3 —3X? + 1 dans R[X].
(b) On pose u(x) = f(x) — z pour tout z € I.
P(cos(x))

Justifier que u est dérivable sur I et que pour tout z € I, u'(z) = 372()
cos?(x

(¢) En déduire les variations de u sur I.
(d) On pose v(z) =z — g(x) pour tout x € I.
Justifier qu’il existe un polynéme @ de R[X], de degré deux, tel que pour tout = € I,
(o) — Qleos(z))
(2 + cosz)?
(e) En déduire les variations de v sur I.
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(f) Montrer que :
Ve el, g(z) <z < f(z).

2. (a) En utilisant le fait que % = % — %, calculer cos (112), sin (%) et tan (%)

(b) Déduire de la question 1.(f) un encadrement de .
3. On pose pour tout entier naturel n,

. T T
a, = sin et b, = cos .
3 x 2" 3 X 2"

(a) Justifier que pour tout réel 6,

cos(20) = 1 — 2sin” (),

et en déduire que pour tout entier naturel n,

1—b, 1+0b,
Apt+1 = B (*) et bn—‘,—l = \/T (**)

(b) Montrer que pour tout n € N,

a a
9x2"—" < qx<2"(2a,+ —=|.
210, (a * b)

(c) Justifier que les deux termes de l'encadrement précédent tendent vers m quand n tend

vers 'infini.

Exercice 3
(E.P.I. T A. PT 2018)

1
Dans cet exercice, on étudie par deux méthodes la nature de la série harmonique E —, et pour
n

tout entier n > 1, on introduit la somme partielle :

n
H’L:;;:1+;+;+"'+i
1. Question préliminaire
Etudier la monotonie de la suite (Hp)n>1-
En déduire que cette suite admet une limite finie L ou bien diverge vers 4oo.

2. Premiére méthode
(a) Etablir I'inégalité suivante pour tout entier n > 1 :

(b) En déduire que la suite (Hy,),>1 diverge vers +oo.

3. Deuzieme méthode

(a) Vérifier 'inégalité suivante pour tout entier k > 1 :

(b) En déduire I'inégalité suivante pour tout entier n > 1 :

S|

H,—-1<In(n)< H, —

En déduire l'inégalité In(n) < H, < In(n) + 1.

(c) Etablir la divergence de (H,,)n>1 vers +0o et montrer que H, ~ In(n).
n—-+oo
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(d) Pour tout entier n > 1, on pose 7, = H, — In(n).

Etudier le signe de l'expression v, — 7,—1 pour tout entier n > 2 et montrer que

O0<mm <1

En déduire la convergence de la suite (v,)n>1 vers un réel v appartenant a [0, 1] et la

formule : 1 1 1
Hn:1+§+§+~-~+En_>:+ooln(n)+y+o(1)

Exercice 4
(Adapté de Maths A, Banque PT 2021)

On étudie le processus de fonctionnement d’un appareil utilisé chaque jour dans une usine et
susceptible de subir des pannes accidentelles. On fait les hypotheses suivantes :

— Le comportement de 'appareil au jour n 4+ 1 ne dépend que de son état au jour n et pas des
jours précédents.
— Si lappareil fonctionne le jour n, il a une probabilité « d’étre en panne le jour n + 1.

— Si appareil est en panne au jour n, il a une probabilité 5 d’étre réparé et de fonctionner le
jour n + 1.

— OnalO<a<letfp>0.

Formellement, si I'on appelle X,, la variable aléatoire qui vaut 1 si I’appareil fonctionne le
jour n et 0 si appareil est en panne au jour n, on a :

P(X,s1 =0|X, =1) =a,
P(X,1 = 1|X, =0) = 8.

On note p, = P(X,, =1).
1. (a) Calculer ps en fonction de p;.
(b) Plus généralement, montrer que, pour tout n > 1,

Prnt1 =B+ (1 —a—F)pn.

(c) En déduire une expression de p,, en fonction de p;.
(d) Calculer lim p,.
n

—+o0

B

2. On suppose dans cette question que p; = .
a+ B

(a) Calculer la loi de X5.
(b) Calculer la loi du couple (X7, X5).
(¢) Calculer 'espérance et la variance de X; et de Xs.
()
)

(e) Les variables X; et X5 sont-elles indépendantes ?

Calculer la covariance entre X et Xs.
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Corrigé

Corrigé de I’exercice 1

Partie 1
1. Soit x €]1;+00[, on a alors 2z > 2 et ainsi
30 422 —2>32°>3>0

2. La fonction nulle est clairement solution de ’équation (H).

Soit f et g deux solutions de (H) et A € R. On a alors, pour z > 1

(B8 + 1)(f +Ag)(@) + (2 = 2)(f + Ag)'(2) - 5
0+Ax0

=0

Ainsi ‘ Sy est un sous-espace vectoriel de Ds. ‘

3. Pour z >1ona

— 2z (322 4 22 — 2
(3x+1)f(x)+(2—x)f’(x)—g(3x2+2x—2)f”(x):3$;1—2x2x— ( 213 )
_3302—1—30 2—x 32242z -—2
T2 g2 2
_3m2+x—2+x—3x2—2x+2
72
=0

Ainsi | f1 est solution de (H) sur [1, —&—oo[.‘

Partie 11
0

1 2
On considére la matrice A = 3 0 6
0 3 -3

4. On va employer une méthode permettant de répondre simultanément aux questions 4. et 5.
pour gagner un peu de temps.

T
Soit X = |y
z

on a alors

r+2y = 0
3r+6z = 0
3y—3z = 0
r+2y = 0
—6y+62 = 0
3y—3z = 0
rx+2y =
y—2z

X eKer(4) &

¢

i3
> —— N ——

I
coco

< X € Vect 1

Puisque Ker(A) # {031} on en déduit que | A n’est pas inversible.

(32° +22—2) (f+ Ag)"(2) = Bz + 1) f(z) + (2 — 2) f'(z) — g (32% + 2z —

— Méthode

On aurait aussi pu
simplement calculer
le déterminant de

4 A mais on va de
toute facon devoir
faire le calcul du
noyau donc autant
en profiter.
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5. Le calcul de la question précédente nous montre que

-2
Ker(A) = Vect 1
1

6. Le théoréme du rang appliqué & A nous assure que Im(A) est de dimension 2, c’est donc un
plan vectoriel.

Notons P le plan d’équation 3z = y + 2z. On a également dim(P) = 2, il nous suffit donc de
montrer que Im(A) C P.

1 2 0
Or Im(A) = Vect 31,1{0],( 6
0 3 -3

On constate que 3 x1=3+2x0,3x2=0+2%x3et0=6+2x (—3).
Ainsi Im(A) C P et donc | Im(A) = P.

3
7. Il est clair que 9 # —1+4, ainsi [ —1 | ¢ Im(A). ’ L’équation S; n’a donc pas de solution |
2

1
On a par contre 3 x3=34+2x3,ainsi3 [ 1 € Im(A).
1
1
Notons Y € M3 1(R) tel que AY =3[ 1 .
1
1
Soit X € Ker(A),onaalors A(X+Y)=03;+3[ 1.
1

Remarque

Ainsi toutes les matrices colonnes de la forme Y + X avec X € Ker(A) sont solutions de Ss.

Tous les R-espaces
Comme Ker(A) est un ensemble infini on en déduit que b

vectoriels sauf {0}
sont de cardinal in-

fini
S5 a un nombre infini de solutions. o
x
8. Notons X = | y |, alors
z
1 z+2y = 3 r+2y = 3 r+2y = 3
AX =31 | & 3z+6z = 3 &S¢0 —6y+6z = —6 & y—z = 1
1 y—3z = 3 Jy—3z = 3 0 =0
3—2y
X e Y ,yeR
y—1
3—2y
Ainsi | Pensemble des solutions de Ss est Y ,y€eR
y—1
Partie 111
9. On a, apres calcul,
p(1) =3X+1
o(X) =3X%24+2
¢ (X?) =-3X?+6X

10. La linéarité de ¢ est facile & vérifier, le cur de la question est de montrer que, si P € Ry[X]
alors o(P) aussi.
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Soit P = aX? 4 bX + c avec (a,b,c) € R?, alors

©(P) = ap(X?) +bo(X) + co(1) € Ro[X]
—— ~—— =

ERy[X]  E€Ry[X] ERy[X]

Ainsi ‘ ¢ est un endomorphisme de Ro[X] ‘

11. Le calcul de ¢(1), ¢(X), ¢(X?) nous donne | Matg(p) = A

12. 1l nous suffit de reprendre les résultats de la partie précédente. On en déduit que

Ker(yp) = Vect (X* + X —2)

Et
e(P)=3(X*+X+1) e Pc{3-X+ANX*+X-2)}

Partie IV

13. Les questions précédentes nous montrent que

1
{zr—>a§+b(:c2+x72), (a,b) e R} C Sy

1

Les fonctions fi :  — — et fy :  +— x? + —2 forment une famille libre (car non-colinéaires),
x

ainsi dim(Vect(fi, f2)) = 2 = dim(Sq).

Par inclusion et égalité des dimensions on a

Sy = Vect(f1, f2) = {z — a% +b(z* + 2 —2), (a,b) € R}

le calcul de la question nous assure de plus que g : z — 3 — 22 est une solution de (E).

Finalement

1
{m»—)a;+b(x2+x—2)+3—x2, (a,b) € R}

Corrigé de I’exercice 2

1. (a) Ona P=2X>-3X?4+1=(X-1)2X? - X —1) = (X — 1)(X — 1)(2X + 1) d’ou
| P(X) = (X - 1%(2X +1).|

(b) w est une somme de trois fonctions dérivables sur I, ‘elle est donc dérivable sur I ‘, et

cos®(x — 3cos?(z
Ve el, u'(z) = % <2czos(x) + Cosi(x)> -1= % (2 ( )sti(x)g ( )>
Ainsi
Vo € Iu'(x) = ];E:CC)()SSQ((Z)))

(¢) u/(x) est du signe de P(cos(x)) = (cos(z) — 1)*(2cos(x) + 1). Ainsi v/(2) est du signe
de 2cos(x) + 1,

-1
Or, pour tout € I, on a 1 > cos(z) >0 > > donc, pour tout z € I P(cosx) > 0, et

par suite ' > 0 sur I.

Ainsi‘ u est strictement croissante sur I. ‘
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(d) Notons que g est dérivable sur I car quotient de fonctions dérivables dont le dénomina-
teur ne s’annule pas. v est alors dérivable sur I comme différence de fonctions dérivables.

Pour z €I, on a
~ 3cosx X (24 cosx) — 3sinw x (—sinzx) 6cosx + 3

g'(w) = (24 cosx)? B (24 cosx)?

D’ou
(2+cosx)? —6cosz —3  cos’x —2cosz + 1

V() =1 g(x) = -

(2 + cosx)? (2 + cosx)?

Q(cos z)

o Q=X?-2X+1=(X-1)>2
(2 4 cosx)? ou @ + ( )

Finalement, pour tout x € T ona|v'(x) =

(e) Q est positif et ne s’annule qu’en 1, et, sur I, cos ne prend jamais la valeur 1, donc v’
est strictement positive sur I.

Ainsi \ v est strictement croissante sur I. \

(f) u et v sont strictement croissante et vérifient

i% u(z) =0 et i%“(x) =0
Ainsi
Vo e 1, u(z) > 0, v(z) >0
Ou encore

Vo eI, f(z) > =z, x> g(x)

On en déduit que

‘Vme[, g(ac)<3:<f(x)‘

2. (a) Ona
o () == (5
= cos () cos (i) +sin () s (5)
_V6+Vv2
4
Et
sin (5) =i (7 - 5)
= sin (Z cos (6) — cos (Z) sin <6>
= 6— \/5
4
™ V6 — V2
tan (ﬁ) = mé
_ (V6-v2)
6—2
_8—-2V12
4
=2-3
Finalement
™ V642 T V6 — V2 ™
cos(f) =T () =TT () =2
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(b) On a
. ™ ™
()= 2sin (3) + tan (5
12 3
— 2
2%4_2_\/5
B 3
_4+V6-2v3-V2
B 6
Et
! 12 72+cos(1)
12
V6 — V2
3T
R
24_@
_ 3v6-3V2
8+v6+V2
Ainsi
BVE-3VE x4 Vi-2/i- v
8+v6++v2 12 6
Et donc
M<7T<8+2\/6—4\/§_2\/§ umériquemen
ot \/6 +v2 Un calcul numérique
donne 3.14151 < 7w <
3,1424

3. (a) Soit # un réel, on a

cos(26) = cos(f + 0) = cos*(#) — sin®(f) = 1 — 2sin?(#)

Ainsi
‘VG €R, cos(20) = 1 — 2sin*(0)
. __ T T
Soit n € N. On va prendre § = 33 ot € {0, 6 [)
On a alors a, 11 = sin(f) > 0 et b,41 = cos(d) > 0.
Ainsi
\/1 —b, \/1 — cos(26)
2 2
_[2sin?(0)
B 2
= [sin(0)|
= sin(0)
= Qn41
Et

\/1—|—bn _\/1—|—cos(29)
2 2

2(1 - sin2(9))
2
~ Jcos(®)|
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= cos(6)
= bn+1
D’ou
1—b, L+ by
Vn € N, Any1 = 5 et bpp1 = —;

(b) Soitn € Net 0 =

3x7rzn < {0’%})'

En appliquant la résultat de la question 1.(f) & = 6 et en multipliant par 3 x 2", on
obtient

9 x on_n <7r<2”(2an—|-an)

2+ by bn
it li =0 d’ot
(c¢) On sait que L e 0 d’ou
™ .
On nﬂioo 3 x 2n et nEIJIrloo bn =1
Ainsi
an

9 x 2"

1
2+ b, n—+oo Tooet2han ( * bn) n—+o00 T

On en déduit

m 9x2" " 1 et lim 2" (Zan—i—zn)zw

n—-+00 2+ b, n—-+o0 »

Cet exercice présente la méthode développée au 17-éme siécle par Snellius et Huygens pour
calculer des valeurs approchées de w. Cette méthode convergeant plus rapidement que les précédentes
méthodes elle permettait d’obtenir plus facilement un grand nombre de décimales de 7 : le précédent
record de 35 décimales avait été obtenu en considérant le périmétre d’un polygone d 2°% ~ 4.6 x 10'®
cotés ; Huygens obtint 34 décimales correctes en considérant n = 30 (donc un polygone a 220 cotés).

Corrigé de I’exercice 3

1. Par télescopage on a, pour n € N

sy NS | 1
Hy—H, =S =-N 2= >0
+ I;k I;k n+1

Ainsi ‘ la suite (Hp)p>1 est strictement croissante. ‘

D’apres le théoreme de la limite monotone, on en déduit que

‘ (Hp)n>1 admet une limite finie L ou bien diverge vers +oc. ‘

2. Premiere méthode

2n
1 1 1
(a) Soit n € N, on a Hy,, — H,, = Z T Or, pour tout k € [n+ 1,2n], Z > o
k=n-+1
D’ou
2n 1 2n 1 1
> 1s3Lonl -1
k 2n 2n 2
k=n+1 n+1
.. 1
Ainsi | Hy,, — H, > 3
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(b) Supposons, par I’absurde que la suite (H,)n>1 converge vers L € R, alors lim Hy, = L
et lim H,, = L. Par addition des limites, il vient lim (Hs, — H,) = 0, ce qui contredit le
résultat précédent.

On en déduit que ‘ (Hp)n>1 diverge vers +oo. ‘

3. Deuzieme méthode

< < 71 d i de I'inté 1
< - onc, par croissance itégrale
k+1 K’ P & ’

k+1 1 kJrldt k:+11
[

1 Mlae 1
C’est-a-dire < / — < -
& k

(a) Soit k € N*. Pourt € [k, k+ 1],ona

il vient

1 1
t

E+1" t

(b) D’apres la question précédente, on a :

1 <ln(k+1) —In(k) < 1

keN, — < <
RENS T i

Ainsi, en sommant ces inégalités pour k allant de 1 & n — 1 on obtient

n—1 n—1

3
|
—

1 1
— < E In(k+1) —In(k) < -
k+ 1 n(k+1) - In(k) k
k=1 k=1 k=1
C’est-a-dire, par télescopage
n—1 n—1
1 1
— <1 < -
pr1 S k
k=1 k=1

Un décalage d’indice dans la premiére somme nous donne

n

D

k=2

n

-1
1
<1 < -
n(n) ; -

| =

1
On a donc bien | H,, — 1 < In(n) < H,, — —
n

D’apres I'inégalité précédente, on a, d’une part, H,, < In(n) + 1 et, d’autre part, H,, >
1

In(n) + — = In(n).
n

Finalement on a bien ‘ In(n) < H, <In(n) + 1. ‘

(¢) Tout d’abord, limIn(n) = +o00, donc par comparaison,

D’apres la question précédente on a, pour tout n > 2

1< Hy <1+ !
S n(n) In(n)
: 1 Lo . H,
Comme lim [ 1 + —— | = 1, le théoreme des gendarmes nous assure que lim —— =1
In(n) In(n)

et ainsi | H,, ~ In(n) |

(d) Soit n > 2, on a

Yn — Yn—-1 = Hn - IH(TL) - Hn—l + ln(n — ]_)

. — Inégalité
On sait que, pour tout z > —1, In(1+z) <z p

Il suffit d’étudier
Ta_fonction £
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1 1 1 1
D’ou, pour n > 2, 1n<1—> < —— ie. —|—ln<1—> <0
n n n

Finalement, pour tout n > 2, m

On a montré plus tét que In(n) < H,, on en déduit donc que ~,, > 0. De méme on a vu
que H,, — 1 < In(n),ce qui montre que v, < 1.

Ainsi, pour tout n > 2, m

La suite (v, )n>1 et décroissante et minorée par 0, donc‘ elle converge vers un réel v appartenant a [0, 1]. ‘

Ainsi v, — v tend vers 0 et on peut écrire v, — ¥y = o(1) c’est-a~dire H,, — In(n) —
n——+0o0o

Y e o(1) ou encore :

11 1
Hy=1+g+z+ o+~ = Inn)+7y+o(l)

Corrigé de l’exercice 4

1. (a) — l-er cas. On suppose 0 < p; < 1. Alors la famille ({X; =1},{X; = 0}) est un
systeme complet d’événements et la formule des probabilités totales entraine :

pe=P(Xy=1)
=P(Xo=1X; =1)P(X1 =1) +P (X2 = 1|X; =0)P(X; =0)
=(1-P(X2=0/X1=1))p1 + 81 —p1)
=1 —a)pr+B(1-p)
=f+(1—-a-pB)m

— 2-éme cas. On suppose p; = 1. Alors
P2 :P(XQ = 1) :P(XQ = 1|X1 = ].)]P(Xl :1) :1704:5+(17047B)p1
— 3-éme cas. On suppose p; = 0. Alors

pQZ]P)(ngl):P(XQZHXl:O)P(Xl:0):5:B+(1—Oz—ﬁ)p1.

Finalement dans tous les cas, on obtient ’pg =8+ (1l—a—-p8)pm ‘

(b) En remplacant X; par X,,, Xo par X,11,p1 par p, et ps par p,.1, le raisonnement
précédent nous donne

¥ €N, pu=B+(1—a—B)p.|

(c) Posons ¢ =1 —a — j. Alors la suite (py,),,», vérifie
Vn € N*, DPn+1 = qPn + 5

la suite (pp),,>; donc est arithmético-géométrique.

Puisque g # 1 il existe un unique réel r tel que r = gr + 3, il s’agit de r = %ﬁ On a
@

alors, pour n > 1,

Pl =qpn + B
r=qr+p

D’ou, en considérant L1 — Lo

Vn € N*, Prnt1 — 7 =q(pn — 1)
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La suite (p,, — r)n>1 est géométrique de raison g. On en déduit que
vneN"  p,—l=q¢"""(p1— 1)

puis

Vn € N*, pnaiﬁJr(laﬁ)"l(plafB)

(d) Onsaitque0<a<let0<f<lainsi0O<a+f<2et—-1l<a+f-1<1

Par conséquent lim (1 —a — 3)""* = 0 ainsi
n—-+o0o

2. (a) D’apres la question 1.(c), il vient ps =

a+p a+ 3

et donc | X5 suit la loi & (6) .

(b) En utilisant la formule

V(i) € {0,1}  P(X;=i,Xo=j)=P(Xo=j| X1 =0)P(X; =1)

On obtient
P(Xlz(),XQZO):OL((IITfBB)a P(X1:07X2:1):a0f6
P(Xlz].,XQ:O):aofﬁ, P(Xlz]-aXQ:l):%

(¢) Puisque X; et X5 suivent la méme loi de Bernoulli de parameétre L, X, et Xy
o

+5

admettent une espérance et une variance données par

B

E(X1)=E(X2) =

a+p a—+p a—+p

et V(X)) =V(Xp) = D (1— b ):(aiﬂﬂ)Q'

(d) Puisque X; et Xo sont des variables finies, la covariance entre X; et Xy est définie
et donnée par Cov (X1, Xz2) = E(X1X3) — E(X;)E (X3). Puisque E (X;) et E(X3)
sont connues, il nous reste & déterminer E (X7X53). Comme X; et X5 sont a valeurs
dans {0,1}, X1 X5 est & valeurs dans {0, 1} donc suit une loi de Bernoulli de parameétre

P (X, X5 =1). En conséquence,

(1-a)p

puis

2
Cov (X1, X5) = (la_—s—a/@))ﬁ - (a f— 5)

S
a+p a+p

*L — o)l —

- (afﬁ)? (0 —apf—a?)
aBq
(a+B)?

On obtient

Cov(Xl,Xg)—mquﬁ)z, oulg=1—-—a-0.
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(e) Si ¢ # 0, du fait que 5 > 0, il vient Cov (X1, X32) # 0 et on est certain que X

ap
(a+p)
et X5 ne sont pas indépendantes.
Au contraire, si ¢ = 0, il vient Cov (X7, X3) = 0 et X5 est potentiellement indépendante
de X. Vérifions que c’est bien le cas. Puisque ¢ = 0, il vient a + 3 = 1,p1 = ps = B et
1—p1 =1—ps = a, et en conséquence la loi du couple ( X, X5 ) est donnée par

P(X;=0,Xo=0)=a’=(1-p1)(1—p2), P(X1=0,Xo=1)=af=(1—p1)p2
P(X;=1,X=0)=aB=p1(1-p2), P(X;=1,Xo=1)=(1-0a)B =pipa.

La loi jointe de (X1, X5) est donc le produit des lois marginales de X; et de Xo, donc X3
et X5 sont indépendantes. Finalement ‘ X, et X, sont indépendantes si et seulement si a4+ 8 = 1. ‘
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